
- 194-Rappel: Series entiéres §oar. (x-x.Y.anc-IR-VKEIN.x.HR
a

Proposition Soit Ear. A-Xo)
"

une série entire de rayon
de
convergence r.

(1) Supposons que ar
.
-1-0 the c- IN

Si lim / a:# = e avec Ose ⇐ + orators r=- Le -

K - > so

(2) Si him lar.tk =L avec O c. let gators r=- et .
K→oo

Ex É,&÷zkI 1×-15 r - ? D- ? ✗0=-1
1

3k
r.sn/aaIIl--fi.zE#-l"¥¥_=E;z3E¥=3=r .AK = ¥÷p¥z ⇒ F- him

⇒ Jxo - r
,
✗

☐
+ r[ =] } , El CD

Si ✗ = § ⇒ [ 3k
k=o ¥24T (3)

"
= [ 34.24
no ¥2m.SI/=tTE?k+Tserieharmonigue ,

diverge
Si ✗ = 's ⇒ Éo&÷zr.tt/-2-zY--E.EYE-,--EEtHk=ok-lSerieharmonigue

alfernée
, converge .

⇒ D= [1-3,5-31
.
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.

Série de Taylor .
Soit f: Ier,→ Rune friction declasse CTI) (indefmment derivable) , et ×. c-I .

Alors E. f"¥ ix.%)" est la série de Taylor def anpoint ✗☐
.

Si ✗o_O §,f'¥¥ ✗
k est la série de Maclaurin .

2 Questions : (1) Trower le rayon
etledomaine de

convergence
de É!%a-xD !

E) Trower ① ensemble ECD : fix)= Éf%! a- xD "
(E ist l 'ensemble ori la série de Taylor converge vers fix) )
Rappel : f-1×1 = "

+ fY¥J " u est entre ✗ etx.

polynoise de Taylor
← Rn (f)

Éf"¥¥k-xD " converge vers fix ⇐slim 124-11×1=0
h→ 00



- 195-Ex 1
. et Et [ ×

"

⇐ .
converge pour

tout ✗ c- R ⇒ D= E-=/R
.

Ex 2
. f-1×1 -_ logx ⇒ f- c- 0130, + • 1) .

f-
'

a) = f- : f
"1×1=-1×-2 , f

"

1×1=2×-3 ;f%, = -2¥, . . . f-
"

1×1=1-1)"¥;
⇒ Taylor /logx)×= , = ÉtÑj¥D!_ 1×-1)k= [ c-D

""

k= ,
¥ (x-D

"

six - I = y ⇒ x=y+l ⇒Maclaurin /log 1k¥.IE?.tYY-yk--y-E+Eg- +
. . .

Rayon de
convergence : pour

[ "
'

1×-1)
"

K = I

¥zI%÷l=f±zY¥i¥.it/--Ezr--I---1=sr--1 ⇒D > 30,21
Six --0 ⇒ [ttd

"

=
-EE - serie harmonica . diverge

K = 1

Si ✗ = 2 ⇒ HL1" = §,Hk - sine harmonica alternée , converge .

⇒ D= ] 0,2 ]
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02×42(2) E- = ? qq.IRnwt-fi.zl.tn#?-n !Y¥f-¥zn¥l
""

7 difficile
n est entre 1 etx Exercise : lim = 0

× > E
.

Si ✗ = 2 ⇒ lining ¥,
/ tut
"

= 0 ⇒ log 2=21-11
""

k= , I
= 1- £+13 - + f- -

. . .

I CUL2

(on verra plus Tard que E-=D =]0,2]) .

Ex 3
. fix)= ¥ ⇒ Série de Maclaurin

,

donnée por
la seiiegéoméhique

⇒ E. ✗ " = ¥ ; D= E- 3- 1,11 ; §
.

✗
"

= ⇒¥
1×14

Ex 4
. fcxt.s.mx , f c- OUR) ⇒ f- 4×1 -- cosx , f-

"

G) = - six
, -1131.1×1 = - cos ✗ . .

.
.

⇒ f-
'

101=1
, f-

"

101--0
, f-

'"101=-1
, f-
""
101--0

.
. .

.

Maclaurin Hmx ) = [ tD ✗
2kt I

✗ c- 112
k=0 12kt 1) !

le domaine de
convergence

D= IR



-197 -(2) E- =? fi://ZAH-E.m.MY?:Y-?M.1xn+YEf;z = 0
.

Série [ 1×1
" "

no
converge pard

'Alembert:&: "¥÷
.

-Y¥÷=fi→%h¥=0 HER
⇒ him 1×141
→¥

.

= 0 HEIR ⇒ E- =D =/R

une fason similar're six = [t ✗
2kt '

on trouve : K --012k-111 !
V-✗ c- IR

cos ✗ = €?¥!÷x "

Et anssi :
e×= [ ✗

k

k -- o KT

shh = ?E¥pT×2""V-xc-IRC.h.CH
= E.¥

.

idk



Remarque . Example de la série de Taylor (f) qui converge, mais pas vers
"*

la fonotionfixl .
Soit fix = { é

""
✗ 1=0

O ✗ =p
indifniment derivable an tour de ✗ = 0

.

e-
t

the BL 1

g-
'

(o) =¥%é¥=±¥mo±éI¥E±f¥+•¥=¥Y•T_=¥z .EE --0
E- ¥ ⇒ 1×1 -- ¥.

⇒ f-
'

101=0 .

f-
'

1×1 = e-"
"

. ¥ = ¥ e- "
"
⇒ f-

"

(o)=¥%¥ej0_=¥%zÉ%
✗ 1--0

C- = ¥2

①une maniére similar're on trouve f-
'"
(o) --0 .

kkz I

⇒ Taylor (f)✗⇒ = 0
.

V-✗ c- IR

Alors Taylor (f)✗⇒ =/ f- 1×1 Saaf pour ✗ = 0
.

D= R
,

E =/01
.



$6.3 .

Primitive et dérivéediunefonchondéfsnieparunesérieentiére .
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Déf . Soit f-jnnua.io]→IR.la/onctonF:la.b3-1Restuneprimitnedefsurla.b3siFTx)=flx)V-✗ c- 3981
.

Si F. 1×1 et Fzlx ) sont deux primitives de fix) sur lab] , akers
F- Ix) = 1=21×1+2 V-xc-la.to ] oi ✗ c- IR

(puisque F.
'

ex ) - Fix)=O sur Ja
,
lol ⇒ Find -1=21×1--2 ) .

Ex
- fix )= six ⇒ Flx) = - cosxtc

f- 1×1 = cosx ⇒ F(×)= sin ✗ + c } ✗ ER

f-1×1=4 ⇒ Flx ) -- log ✗ + C. × > 0

f- 1×1 = XK ⇒ f-G) = # ✗
"'

+ C
,

K# -1
,
× > 0

f-1×1=0 ⇒ Fix )=e×+C



-200-'Théorénce 4) Les deux seines entiéres [ bnlx-x.lk et §?&÷, a-Xo)
""

K -- o

ont le meine '

rayon de
convergence

r
.

(2) Sir > 0
,
alors fix# €9bn (x-x.lk est continue sur ]✗or,xo+r[

(3)Sir> 0
,
odors Flx)dÉ §%f÷,(✗-xD"' est la primitive de fix) sur]xo-r.x.at

tell que
1=1×01--0

.(DZ . Annexe C)
.

Corollas're
. Les deux series entieres E.oar. A- xD

"

et [ kaklx-x.lk
"

K -

- l

ont le mime rayon
de

convergence .

r

si r > 0
,

alors fix , E. an a- e) k est confinement derivable sur]xo-r.x.at
et f-

'

(x) = ⇐Kar. (x- Xo)"' .
Ex

. ¥ = [ zk-vzc-J-l.IE
.

Soit ✗= 1- z ⇒ 2- = 1- ✗
K=o

⇒ f- = E) C-1) "(x-D " V-✗ £ ]0,21 ⇒ le
rayon

de
convergence F- 1 .
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Considerons Éo%¥ (x-D
""

= t
"

(x-D
" '

Taylor (log ×)×= ,
Parle Fhm

,

la série entire ⇐ tL(x-D " est laprimitive de EG)Yx-Ñ=t× ,
K = O

et les 2 Series ont le meine
rayon

de
convergence --1

sur 3921

Flx ) = la primitive de f- = log ✗ = [ C-11
""

k=, I
1×-17 tx E)0,21

t.q.FM --0

On a vudéja que Taylor
(log ×)×= , converge vers log 2 pour ✗ = 2 .

⇒ Done on a E-=D =] 0,2]

Finalevent : log ✗ = §
,

"(x-D "
,

✗ c- 30,2]

¥ = [ G) "(x-D "
,
✗E)0,21

K=o

On note que les domaine de
convergence

de deux seines sont different
dans a cas

,

mais les crayons de
convergence sont toujours les mimes .



Ex
.

Trower la valuer du
para

metre be R tell
que
la fonction donnée
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admet un prolongement par aonhhuité en ✗ = 0
.

f:]-¥01070, El fix)= { b9¥%¥ .

× > 0

t→o
,
'F%¥ ,

✗ < O
y + Etty

limbglz.lt?I?Ti)---f;mo!3*3¥¥ÉÉY×⇒⇒_ =3 logan --y - E -1¥ .

x→o+
↳ 1

%
him ☒i¥=E%"¥i¥¥÷⇒=E÷*¥,¥¥=¥=%✗→ o

-

⇒ figg.fw-t-fi.z.fm -

- Z
*

.q*
⇒ 6=3 bgki.IE#

⇒ £101 =3 ; f^(x)=fcx) , ✗ c-3-E.olwo.EC
.

¥¥
⇒ f- est continue sur ]- E. ¥1

.


